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Ëåêöèÿ 1

�1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

×àñòíûå ñëó÷àè ÑËÓ

1) Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé - îäíî óðàâíåíèå è îäíî íåèç-
âåñòíîå. Çàïèøåì óðàâíåíèå â îáùåì âèäå:

ax = b; a, b ∈ R.

Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

1.1. Îáùèé: a 6= 0.

Òîãäà x =
b

a
- ðåøåíèå.

1.2. Âûðîæäåííûé: a = 0. Çäåñü âèä ðåøåíèÿ òàêæå çàâèñèò îò âèäà êîýôôè-
öèåíòà b.
a) b = 0, òîãäà x - ëþáîå (îáîçí. x ∈ R).
b) b 6= 0, òîãäà ðåøåíèé íåò.

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè.

a1x1 + a2x2 = b

2.1. Ïóñòü a1 6= 0.

Òîãäà x1 =
1

a1

(b− a2x2), x2 ∈ R.

Êàçàëîñü áû, âîçíèêàåò êàêàÿ-òî íåñèììåòðèÿ. Âåäü îáùèé ñëó÷àé - ýòî êîãäà
âñå êîýôôèèåíòû íå íóëåâûå. Íî x1 íåêîòîðûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç x2,
à x2 - ëþáîå, õîòÿ ýòè íåèçâåñòíûå ðàâíîïðàâíû.
Ìû âûáðàëè ãëàâíûå íåèçâåñòíûå - â íàøåì ñëó÷àå òîëüêî x1, òî åñòü òàêèå,
êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå. Òàêèå íåèçâåñòíûå êàê x2

áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûìè.
Ìîæíî áûëî ñäåëàòü íàîáîðîò è òîæå ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, íî çà-
ïèñàííîå â äðóãîé ôîðìå.

Íå áóäåì ñåé÷àñ ïðîâîäèòü ïîëíûé ðàçáîð ñëó÷àåâ, ýòî áóäåò ñäåëàíî íà ñå-
ìèíàðàõ.
Ðàññìîòðèì åùå òîëüêî îäèí ñëó÷àé.

2.2. a1 = a2 = b = 0, òîãäà x1 ∈ R, x1 ∈ R.
Âðîäå áû, è â ñëó÷àå 2.1, è â ñëó÷àå 2.2 x1 - ëþáîå è x2 - ëþáîå. Îäíàêî ýòè
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"ëþáûå" - ðàçíûå. Ïî÷åìó?
Â ñëó÷àå 2.2 x1, x2 íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà è ïðîáåãàþò âñå âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.
Â ñëó÷àå 2.1 x2 ïðîáåãàåò âñå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íî, ïðè çàäàííîì x2, x1

íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî.
Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî â 2.1 îäíà ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ, à â 2.2 äâå
ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ.

3) Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû ðàññìîòðåëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì
óðàâíåíèåì è äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, ïóñòü òåïåðü íàîáîðîò - äâà óðàâíåíèÿ è
îäíà íåèçâåñòíàÿ. {

a1x = b1

a2x = b2

Íà÷íåì ñ îáùåãî ñëó÷àÿ.

3.1. a1 6= 0, a2 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x =
b1

a1

=
b2

a2

.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå íåò ðåøåíèé, åñëè êîýôôèöèåíòû âûáðàíû

íàóãàä, è
b1

a1

6= b2

a2

.

Åñëè æå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x =
b1

a1

=
b2

a2

. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé ñèñòåìû â âûðîæäåííûõ

ñëó÷àÿõ áóäåò ñâîäèòüñÿ ê ïóíêòàì 1) è 2).

4) Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ÷àñòíûé ñëó÷àé - ñèñòåìó ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè è äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè. {

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2.

Çäåñü ïåðâûé èíäåêñ ó aij - ýòî íîìåð ñòðîêè, âòîðîé èíäåêñ - ýòî íîìåð
ñòîëáöà.

4.1. Â îáùåì ñëó÷àå (òî åñòü êîãäà â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé çíàìåíàòåëü íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

x1 =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a12a21

;

x2 =
b2a11 − b1a21

a11a22 − a12a21

.

Âèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëè çäåñü î÷åíü ïîõîæè, à çíàìåíàòåëè è âîâñå îäèíàêîâûå.
Õîòèì ýòè âûðàæåíèÿ îáîçíà÷èòü îäíèì ñèìâîëîì.
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Ââåäåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ "îïðåäåëèòåëü". Ýòî ôóíêöèÿ îò
÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííûõ â âèäå ìàòðèöû(

a11 a12

a21 a22

)
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí:∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21 - ýòî ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé 2×2 ñâÿçàëè ÷èñëî, ïîëó-
÷åííîå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: èç ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
âû÷ëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.

Òåïåðü ìîæíî êðàòêî çàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû 2× 2 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x1 =

∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ; (1.1)

x1 =

∣∣∣∣a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ . (1.2)

Çäåñü â çíàìåíàòåëå ñòîèò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.
Åñëè ìû èùåì ïåðâóþ íåèçâåñòíóþ, òî â ÷èñëèòåëå ñòîèò òîæå ìàòðèöà êîýô-
ôèöèåíòîâ, â êîòîðîé ïåðâûé ñòîëáåö çàìåíèëè íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Åñëè æå ìû âûðàæàåì âòîðóþ íåèçâåñòíóþ, òî â ÷èñëèòåëå ñòîèò ìàòðèöà êî-
ýôôèöèåíòîâ, â êîòîðîé, ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé ñòîëáåö çàìåíèëè íà ñòîëáåö
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ýòè ôîðìóëû â áîëåå îáùåì âèäå (äëÿ ñèñòåì n×n ) áóäóò äîêàçàíû ïîçäíåå.
Èõ ïîëó÷èë øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê Ãàáðèýëü Êðàìåð (1704 - 1752).

Ïðîâåäåì áîëåå ïîëíûé àíàëèç íàøåé ñèñòåìû:

Åñëè çíàìåíàòåëü â ôîðìóëàõ (1.1), (1.2) íå ðàâåí 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå - (1.1), (1.2).

4.2 a11 = a12 = a21 = a22 = b1 = b2 - äâå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå è áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.
4.3 Óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òîãäà èìååì îäíó ñâîáîäíóþ íåèçâåñòíóþ è
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áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà çíàìåíàòåëÿ íóëþ åùå íå ñëåäóåò îòñóòñòâèå
ðåøåíèé.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìàòðèöà ïîðÿäêà m×n - ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà, çàïîë-
íåííàÿ ÷èñëàìè, ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

Çàïèøåì òàêóþ ìàòðèöó â îáùåì âèäå.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

..
.

..
.

..
.

..
.

am1 am2 . . . amn

 = (aij)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îáùèé âèä ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ) ñëåäóþùèé:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

,

çäåñü ai,j - êîýôôèöèåíòû, bj - ñâîáîäíûå ÷ëåíû, xj - íåèçâåñòíûå.

Ñ ýòîé ñèñòåìîé ñâÿçàíû äâå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ:
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

..
.

..
.

..
.

..
.

am1 am2 . . . amn


Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû:

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

am1 am2 . . . amn bm


Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðåøåíèå ÑËÓ - íàáîð ÷èñåë (x0

1, . . . , x
0
n), êîòîðûé ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè â ñèñòåìó îáðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ â âåðíûå ðàâåíñòâà.
Ðåøèòü ñèñòåìó - ýòî íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ èëè ïîêàçàòü, ÷òî èõ íåò.
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Îïðåäåëåíèå 1.6. 1) ÑËÓ ñîâìåñòíà, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå,
èíà÷å - íåñîâìåñòíà.

2) ÑËÓ îïðåäåëåíà, åñëè îíà èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.
Åñëè ðåøåíèé áîëüøå, òî ñèñòåìà íå îïðåäåëåíà.

3) ÑËÓ îäíîðîäíà, åñëè bk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m.
Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òàê êàê (0, 0, . . . , 0) - ðåøå-
íèå.

4) Äâå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Öåëü: çàìåíèòü äàííóþ ñèñòåìó íà ýêâèâàëåíòíóþ, êîòîðóþ ëåãêî ðåøèòü.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó è áóäåì ïðîâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê
ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì, òî åñòü ñèñòåìàì ñ òàêèì æå ìíîæåñòâîì ðåøåíèé. Â
èòîãå ïðèäåì ê íàìíîãî áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìå è ðåøèì åå, ðåøèâ òåì ñàìûì è
èñõîäíóþ ñèñòåìó.
Îïðåäåëèì ñíà÷àëà òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè ìàò-

ðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñòðîêàìè ìàò-
ðèöû:

1) Ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé, óìíîæåííîé íà ÷èñëî;

2) Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê;

3) Óìíîæåíèå îäíîé ñòðîêè íà íåíóëåâîå ÷èñëî.

Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, âñå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ëèäåð (âåäóùèé ýëåìåíò) íåíóëåâîé ñòðîêè - ýòî åå ïåðâûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè

1) Íîìåðà ëèäåðîâ åå íåíóëåâûõ ñòðîê îáðàçóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü;

2) Âñå íóëåâûå ñòðîêè ñòîÿò ïîñëå âñåõ íåíóëåâûõ.

Ïðèìåð: 
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


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Îïðåäåëåíèå 1.10. Ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè aij =
0 ïðè i > j.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ âåðõ-
íåòðåóãîëüíîé, íî îáðàòíîå íå âåðíî!

Äîêàæåì òåîðåìó, ñîñòàâëÿþùóþ ñóòü ìåòîäà Ãàóññà.

Ìåòîä Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.Òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1.1. Ëþáóþ ìàòðèöó ïóòåì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðè-
âåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A íóëåâàÿ (ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç íóëåé), òî îíà
ñòóïåí÷àòàÿ.

Èíà÷å, ïóñòü j - ýòî íîìåð ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñòîëáöà.
Ïåðåñòàâèì â ìàòðèöå ñòðîêè, òàêèì îáðàçîì äîáüåìñÿ, ÷òîáû a1j 6= 0.
Âû÷èòàÿ ïåðâóþ ñòðîêó èç ïîñëåäóþùèõ ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè, îáíóëèì
âñå ïðî÷èå ýëåìåíòû â j-òîì ñòîëáöå.

0 0 a1j ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→


0 0 a1j ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗



=


0 0 a1j ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0
0 0 0
0 0 0 A1

0 0 0
0 0 0


Äàëåå ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ñ ìàòðèöåé A1.
Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ñòðîê, ïðèâåäåì A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ïðîöåññå ýòèõ ðàññóæäåíèé ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî òèï 1 è
òèï 2 ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òèï 3 ïîêà íå ïîíàäîáèëñÿ.

Ïðèâåäåíèå ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ê óëó÷øåííîìó
âèäó

Îïðåäåëåíèå 1.11. Óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä ìàòðèöû - ýòî åå ñòóïåí÷à-
òûé âèä ïëþñ:

1) Ëèäåðû âñåõ íåíóëåâûõ ñòðîê ðàâíû 1;
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2) Êàæäûé ëèäåð - åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñâîåãî ñòîëáöà.

Ëþáóþ ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âè-
äó.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî: 
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Óìíîæàÿ êàæäóþ íåíóëåâóþ ñòðîêó íà ÷èñëî, îáðàòíîå ëèäåðó, ïðåâðàùàåì ëèäå-
ðîâ êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêè â 1.

0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 1 ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Òåïåðü ñäåëàåì ëèäåðà êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêè åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåí-
òîì â ñâîåì ñòîëáöå.

Íà÷èíàåì ñ êîíöà. Â íàøåì ïðèìåðå âîçüìåì 4 ñòðîêó è âû÷òåì åå èç âñåõ ñòðîê
ñâåðõó ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðåâðàòèì òàêèì îáðàçîì âñå ýëåìåíòû
íàä ýòèì ëèäåðîì â íóëè.

0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 ∗ ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 1 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Ïîâòîðÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî òàêóþ ïðîöåäóðó ñ òðåòüåé è âòîðîé ñòðîêàìè, ïîëó÷èì
óëó÷øåííóþ ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó.

0 0 1 0 0 ∗ 0 0 ∗
0 0 0 1 0 ∗ 0 0 ∗
0 0 0 0 0 0 1 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


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Ìåòîä Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.Òåîðåìà 2.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ÑËÓ:

1) Ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà ëþáîå ÷èñëî;

2) Ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;

3) Óìíîæåíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè îäíà ÑËÓ ïîëó÷åíà èç äðóãîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè (x0
1, . . . , x

0
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ÑËÓ, òî îíî îñòàåòñÿ ðåøåíèåì è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Äëÿ òèïà 1:
Ïóñòü (x0

1, . . . , x
0
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì i-òîãî è j-òîãî óðàâíåíèé

ai1x
0
1 + . . .+ ainx

0
n = bi;

aj1x
0
1 + . . .+ ajnx

0
n = bj.

Ïðèáàâèì ê j-òîìó óðàâíåíèþ i-òîå, óìíîæåííîå íà λ è ïîäñòàâèì (x0
1, . . . , x

0
n).

Ïîëó÷èì
(aj1 + λai1)x0

1 + . . .+ (ajn + λain)x0
n = bj + λbi

òàêæå âåðíîå ðàâåíñòâî.

Äëÿ òèïîâ 2 è 3 - î÷åâèäíî.

Òåïåðü ïîéìåì, ïî÷åìó ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû âñå åùå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñ-
õîäíîé ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû. ÿâíî íàïèøåì îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ê êàæäîìó òèïó.

Îáîçíà÷èì (i) - i-òîå óðàâíåíèå, (j) - j-òîå óðàâíåíèå.

1 òèï.
Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå:

(i)→ (i) + λ(j).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
(i)→ (i)− λ(j).

Ò. å. ïðèáàâëÿåì ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà −λ.

2 òèï.
Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå:

(i)↔ (j).
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Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
(j)↔ (i).

Ò.å. ïðèìåíÿåì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åùå ðàç.
3 òèï.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå:
(i)→ λ(i).

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
(i)→ λ−1(i).

Ò.å. óìíîæàåì íà íåíóëåâîå ÷èñëî.

Çíà÷èò, åñëè ìû äîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå îñòàåòñÿ ðåøåíèåì ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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